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N Concentración de portadores.
N+D Iones donores en ausencia de luz.
N−A Iones aceptores en ausencia de luz.
ND Número total de donores.
s Sección transversal de fotoionización.
β Rata de generación térmica.
γR Constante de recombinación.
Ẽ Campo eléctrico de la luz.
~E Campo eléctrico de carga espacial.
e Carga del electrón.






J Densidad de Corriente.
ωi Frecuencia de las ondas incidentes.
~ki Vector de onda de las ondas incidentes.
Ai, Si Amplitud de ondas eléctricas.
Λ Periodo de red.
K Vector de red.
τd Tiempo de relajación del dieléctrico.
ED Campo de difusión.
EM Campo de Movilidad.
Eq0 Campo de Saturación.
Eph Campo fotovoltaico.
Ew Campo de carga espacial normalizado.
m Modulación.
Ω Diferencia de las frecuencias de las ondas incidentes.
φ Fase entre la red de ı́ndices y el patrón de franjas.




r0 parte real del tensor de permitividad relativa.
ε
′′




θ Ángulo de incidencia de las ondas.
λ Longitud de onda de la luz.
G Ganancia.
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INTRODUCCION
En óptica lineal el ı́ndice de refracción depende de la frecuencia de la luz; luego, sólo en
este caso, se considera que la reflexión y refracción son independientes de la intensidad
del haz de luz. La óptica no lineal estudia la interacción de la luz y la materia, cuando
el material responde no linealmente a la amplitud del campo eléctrico de la misma luz;
aśı, el ı́ndice de refracción del medio se puede controlar con la iluminación de un haz de
luz; en otras palabras, la propagación de un haz de luz se puede manipular con luz; ello
condujo a establecer una gran variedad de innovación tecnológica basada en control de
luz con luz.
El efecto fotorrefractivo es un fenómeno óptico no lineal [1]-[8]; sin embargo, los fenóme-
nos no lineales por efecto fotorrefractivo no son causados directamente por el campo
eléctrico de la luz que perturba el material, como si sucede en los materiales no linea-
les puros; esta especial caracteŕıstica de los materiales fotorrefractivos permite generar
efectos de orden superior con intensidades de la radiación electromagnética igual o in-
ferior a 1mW/cm2[17].
El efecto fotorrefractivo se define como el cambio local del ı́ndice de refracción, que se
produce por la variación espacial de la intensidad de la luz en el interior del material. En
términos microscópicos, esta radiación electromagnética espacialmente no homogénea,
provoca transiciones electrónicas hacia la banda de conducción. Aśı, se crea una dis-
tribución de carga espacial y por ende un campo de carga espacial. Tal campo induce
entonces un cambio local de ı́ndice de refracción, modulado por efecto Pockels[6]. De
esta forma, es posible utilizar estos materiales como memorias ópticas, que permiten
registrar-borrar-registrar y/o fijar la información [95],[96].
Los materiales Bi12SiO20 (BSO), Bi12GeO20 (BGO), LiNbO3 y Bi12TiO20 (BTO) pre-
sentan fotorrefractividad y son apropiados para holograf́ıa en tiempo real, entre otras
xi
aplicaciones, usando radiación de intensidad relativamente baja 1mW/cm2. En el re-
gistro de un holograma fotorrefractivo puede ocurrir acoplamiento energético entre los
haces que inciden al medio y los generados en él; esta condición experimental se conoce
como mezcla de ondas[1],[22].
Acoplar haces ópticos ha permitido el desarrollo de aplicaciones en óptica computacio-
nal, almacenamiento de información, procesado de imágenes, redes neuronales, gene-
ración de armónicos, auto-enfoque, amplificación óptica, conjugación de fase, śıntesis
óptica de circuitos lógicos, acopladores, multiplexado de información, modulares óptico-
electrónicos, metroloǵıa óptica de alta resolución y correladores ópticos, entre otras
aplicaciones[48]-[91].
Este documento describe la f́ısica del efecto fotorrefractivo, iniciando con una explica-
ción del fenómeno, donde se muestran las ecuaciones que lo describen, y la obtención
de los campos de carga espacial, a partir de los cuales se obtiene la variación del indice
de reafracción, esto se analizara en los casos de igual frecuencia y diferente frecuencia
de las ondas de luz incidentes, está variación del indice de refracción se incluira en la
ecuación de ondas para el posterior análisis de la mezcla de dos ondas(capitulo 2), tan-
to en el caso coodireccional(incidencia de las ondas sobre una misma cara del cristal)
como en el caso contradireccional(incidencia de las ondas de luz sobre caras opuestas
del cristal), de forma similar se aborada la influencia de la polarización en la mezcla
de dos ondas, para realizar un estudio más general(capitulo 4), se estudia la mezcla
de cualquier numero de ondas, analizando la influencia del número de ondas, de los
terminos de off Bragg, del ángulo de incidencia y otros parametros caracteristicos de




El efecto fotorrefractivo es un fenómeno en el cual el ı́ndice de refracción es cambiado
localmente, por una variación espacial de la intensidad de luz. Tal efecto fue descu-
bierto en el año de 1966 por A. Ashkin[1]., et.al, cuando estudiaban las propiedades
electro-ópticas de cristales ferroeléctricos, entre ellos el LiNbO3. La variación espacial
del ı́ndice conduce a una distorsión del frente de onda, por este motivo, este efecto fue
llamado efecto fotorrefractivo ”daño óptico ”. Se ha observado desde entonces en mu-
chos cristales electroópticos, incluyendo LiNbO[3],[5], BaTiO3[36], BSO[28], BTO[36],
entre otros[33],[40], [42],[45],[75].
Un material fotorrefractivo es fotoconductor, electro-óptico y altamente resistivo en
ausencia de iluminación, dentro de los materiales fotorrefractivos se conocen cinco
grupos[92]-[96].
Ferroeléctricos: LiNbO3, LiTaO3, BaTiO3, KNbO3, SBN
Silenitas: Bi12SiO20 (BSO), Bi12GeO20 (BGO), Bi12TiO20 (BTO)
Semiconductores: GaAs:Cr, InP:Fe, CdTe
Cerámicas piezoeléctricas: tipo PLZT
Orgánicos: poly(N-vinylcarbazole) o PVK, poly(silane).
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El fenómeno fotorrefractivo se puede explicar mediante el modelo de bandas (Figura
1.1), de la siguiente forma: En ausencia de luz, se asume la existencia de un número de
iones donores N+D , de iones aceptores N
−
A y un número de donores no ionizados ND−N
+
D
, luego se hace incidir luz, el impacto de cada fotón sobre un donor libera un electrón
el cual migrara hacia la banda de conducción, en la cual se mueve mediante los meca-
nismos de transporte, difusión y/o drift, para luego recombinarse, ionizando con esto
un donor; entonces se genera una densidad de carga espacial, la cual a su vez produce
un campo eléctrico de carga espacial; éste último modulará el ı́ndice de refracción del
material por efecto electro-óptico lineal, produciendo un un cambio no lineal en el ı́ndice
de refracción[95],[96],[92].
Figura 1.1: Modelo de bandas para el efecto fotorrefractivo
1.1 Modelo de Kukhtarev-Vinetskiis
Para conocer las bases teoricas que gobiernan el efecto fotorrefractivo, basandose en
el modelo descrito, en la transición de electrones, se llevan donores a la banda de
conducción con una probabilidad (sI + β)(ND − N+D )[8]-[10], y los donores ionizados
son capturados por portadores con probabilidad γRNN
+
D [8]-[10], donde, s es la sección
transversal de fotoionización, β es la rata de generación térmica, γR es la constante de
recombinación, N es la concentración de portadores y N+D es la concentración de de
donores ionizados.
En este caso el campo de carga espacial producido por la migración ~E(~r, t), se obtiene
del siguiente sistema de ecuaciones[92], las cuales rigen la dinámica de las densidades
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de donadores ionizados y electrones:
Ecuación de continuidad: La concentración de electrones libres puede incrementarse
en cualquier pequeño volumen debido a la ionización de los donadores y al flujo de elec-










∇ · ~J(~r, t) (1.1)
donde e es la carga del electrón, ~r es el vector de posición, t es el tiempo y ~J (~r, t) es la
densidad de corriente eléctrica.
Generación y recombinación de carga: La concentración de donadores ionizados
aumenta por ionización térmica y por fotoionización de un donador neutro, mientras
que disminuye por la recombinación de un electrón con un donador ionizado.
∂
∂t
N+D (~r, t) = (sI(~r, t) + β)(ND −N
+
D (~r, t))− γRN(~r, t)N
+
D (~r, t) (1.2)
El primer término de la ecuación, es la generación de portadores por acción de la luz
y por efecto térmico, en tanto que el segundo término representa la recombinación de
portadores con las trampas.
Densidad de Corriente:
J(~r, t) = eµN ~E(~r, t) + µkT∇N(~r, t) + pI(~r, t)
(
ND −N+D (~r, t)
)
~c (1.3)
Donde, µ es movilidad electrónica, k es la constante de Boltzmann, pI es la corriente
fotovoltaica, p es la constante fotovoltaica, ~E es el campo de carga espacial, Ẽ es el
campo de la luz incidente, NA es la concentración de aceptores, ~c es un vector unitario
en la dirección del eje electroóptico del cristal.
El primer término del lado derecho de la ecuación, es la corriente de conducción o drift,
el segundo término, es la corriente por difusión térmica, y el tercer término, es la co-
rriente por efecto fotovoltaico.
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Generación de la densidad de carga:
El campo eléctrico en el interior del material se relaciona con la densidad de carga neta
mediante la ecuación de Poissons:
∇(ε ~E(~r, t)) = e(N+D (~r, t)−N
−
A ) (1.4)
donde ε es la permitividad dieléctrica
1.1.1. Solución lineal del modelo(igual frecuencia)
La ecuación (1.3) se puede escribir en la forma mas amplia, utilizando la corriente de
desplazamiento como:
J0 = eµN(~r, t) ~E(~r, t) + µkT∇N(~r, t) + pI(~r, t)(






Donde, J0 es la densidad de corriente total y ε
∂ ~E(~r,t)
∂t
es la corriente de desplazamiento.
Las expresiones para cada uno de los campos de luz incidentes sobre el material foto-
rrefractivo, se pueden escribir como:
Ẽj = Aje
i(ωt− ~kj ·~r) j = 1, 2 (1.6)
donde A1, A2 son las amplitudes de las ondas, ω es la frecuencia angular, y ~k1 y ~k2 son
los vectores de onda, con un factor de proporcionalidad εc la intensidad producida por
las ondas incidentes, puede ser escrita como
I =
∣∣∣Ẽ∣∣∣ = ∣∣∣Ẽ1 + Ẽ2∣∣∣ (1.7)
donde c es la velocidad de la luz.
Utilizando la ecuación (1.6) para el campo eléctrico, la intensidad se reescribe en la
forma






~K = ~k2 − ~k1 (1.9)
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La magnitud del vector de onda ~K es 2π/Λ, donde Λ es el periodo del patrón de franjas.
La intensidad (1.8) representa una variación espacial de la enerǵıa óptica incidente sobre
el medio fotorrefractivo, la cual a su vez se puede escribir en la forma mas compacta
I = I0 +Re
{
I1e
−iKz} = I0 + Ip (1.10)
donde I0 = |A1|2 + |A2|2, Ip = Re
{
I1e
−iKz}, I1 es un complejo de la forma 2A1A∗2,
donde además se ha tomado
~k1 = k(cosθâx + senθâz) ~k2 = k(cosθâx − senθâz) (1.11)
De las ecuaciones (1.1)-(1.4), se debe calcular el campo de carga espacial ~E, el cual
causa la variación local del indice de reafracción, pero durante la obtención de esta
campo, se deben calcular los otros parametros de estás escuaciones, N+D y N , las cuales
se toman con la misma dependencia de I, en la forma
X(z, t) = X0(t) +Xp(z, t) (1.12)
donde X es cualquiera de las variables a obtener N+D ,
~E o N , , de esta forma las













J0 = eµ(N0 +Np)(E0 + Ep) + kTµ
∂
∂z

















Separando los términos dependientes e independientes del espacio y simplificando, en
conjunto con la aproximación de segundo orden, es decir sin considerar los terminos de
e−2iKz, se llega al conjunto de ecuaciones
∂
∂t





0 = e(N+D0 −N
−
A ) (1.17)
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N+D1 = sI1(ND −N
−





−iKεE1 = eN+D1 (1.20)





De la ecuación (1.17) se tiene que N+D0 = N
−






















+ PE1 = mq (1.23)






ED + i(E0 + aEph)
Eq
)
, q = i
ED + i(E0 + Eph)
D




y la nueva variable tn, es el tiempo normalizado definido de la forma
tn = t/τd (1.25)






τd es el tiempo de relajación del dieléctrico. Las caracteŕısticas de los campos ED, EM
Eq y Eph fueron introducidas por Kukhtarev et al. (1977)[?]-[?], los cuales están defini-























ED es llamado campo de difusión, el cual es inversamente proporcional al periodo del
patrón de franjas, el pequeño cambio en los espacios de red, generan un gradiente de
distribución electrónica y causan las fuerzas de difusión.










, es el tiempo de vida media de los electrones, de esta forma EM , es el
campo eléctrico necesario para desplazar un electrón una distancia Λ
2π
durante el tiempo
de vida media El campo Eq0 es llamado campo de saturación y Eph es llamado campo
fotovoltaico, y es el campo medido cuando el cristal se encuentra en circuito abierto, el
cual es independiente de intensidad óptica de entrada.
Cuando se toma la condición inicial E1(tn = 0) = 0, la solución de la ecuación (1.23)





Por conveniencia se toma el campo de carga espacial normalizado Ew = E1/m. En
la grafica (1.2) se muestra una grafica de la variación de este campo, en el BSO, pa-
ra valores pequeños del tiempo, y diferente campos aplicados, en este caso el campo
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de carga espacial normalizado, es de la forma Ew =
q
P
tn, µ = 3 × 10−6m2V −1s−1,
γR = 1,65× 10−17m3s−1, N−A = 1022m−3, T = 298oK, ε = 56ε0 y ND = 1025m−3, y en
la figura(1.3) se muestra la variación de la parte imaginaria del campo de carga espacial
normalizado.
Figura 1.2: Variación del campo de carga espacial con el periodo de red para diferentes
valores del campo aplicado
1.1.2. Solución lineal del modelo (diferentes frecuencias)
Si ω1 y ω2, son las frecuencias de las dos ondas, entonces el campo eléctrico de las dos
ondas se puede escribir como
Ej = Aje
i(ωjt−~kj ·~r) j = 1, 2 (1.30)
donde k1 y k2 los vectores de onda y A1, A2 son las amplitudes de los dos rayos. La
intensidad de radiación de las dos ondas electromagnéticas se puede escribir como
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Figura 1.3: Variación del campo de carga espacial con el periodo de red para diferentes
valores del campo aplicado
donde
Ω = ω2 − ω1, ~K = ~k2 − ~k1
El conjunto de ecuaciones (1.16)-(1.21), con un porcedimiento similar al desarrollado en














0 = e(N+D0 −N
−
A ) (1.34)








N+D1 = sI1(ND −N
−




−iKεE1 = eN+D1 (1.37)





La ecuación resultante para E1, tiene la forma (1.23), y solución de la forma (1.29), con






ED + i(E0 + aEph)
Eq
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Mezcla de dos ondas
Cuando dos ondas electromágneticas coherentes inciden en un medio fotorrefractivo, se
produce intercambio energetico entre ellas, este fonomeno de intercambio de enerǵıa se
conoce como mezcla de dos ondas, la incidencia de las ondas sobre el cristal se asume
de tal forma que el bisector de los rayos esta orientado en la dirección x y el ángulo
entre los rayos y el bisector es θ, además se asume que las ondas están completamente
polarizadas y el estado de polarización es arbitrario.
2.1 Mezcla de dos ondas para frecuencias iguales
En este caso se asume que las frecuencia de las ondas incidentes sobre el cristal son
iguales, estas ondas producen un patrón de intensidad, el cual genera la variación local
del indice de refracción o de la constante dielectrica, debido al campo de carga espacial
formado en el medio fotorrefractivo. Este cambio en la constante dieléctrica relativa se






donde r es el tensor electroóptico, y ε
′
r0 es la parte real del tensor de permitividad





r0 + g (2.2)
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donde, ε
′′
r0 es la parte compleja del tensor de permitividad relativa, g es la actividad








Teniendo en cuenta que el campo de carga espacial es en general un complejo que se
puede escribir en la forma |Ew|eiφ
El ı́ndice de refracción en este caso está definido por:







~K·~r + c.c (2.4)
donde n1 = n
3
0r|Ew| , n0 es el ı́ndice de refracción cuando no existe presencia de luz,
φ es la fase que indica el grado en el cual la red de ı́ndices es desfasada espacialmente
con respecto al patrón de interferencia de la luz. Para investigar el acoplamiento de las
ondas, se introduce el ı́ndice de refracción, y el campo en la siguiente ecuación de ondas
∇× (∇× Ẽ)− ω
2
c2
n2Ẽ = 0 (2.5)
Asumiendo entonces que ∇ · Ẽ = 0, y realizando los respectivos cálculos se llega a
∇× (∇× Ẽ) = −∇2Ẽ1 − j~k1 × (∇× Ẽ1)− j∇× (~k1 × Ẽ1)
−~k1 × (~k1 × Ẽ1)−∇2Ẽ2 − j~k2 × (∇× Ẽ2)
−j∇× (~k2 × Ẽ2)− ~k2 × (~k2 × Ẽ2) (2.6)
Donde se ha utilizado la identidad vectorial ∇× (∇× Ẽ) ≡ ∇(∇ · Ẽ)−∇2Ẽ.
Tomando un campo eléctrico perpendicular a la dirección de propagación, se pueden
simplificar para obtener








el segundo término de la ecuación de ondas (2.5) se puede escribir como:
−ω2µ0(−ε
′









r0 + g])(Ẽ1 + Ẽ2) (2.8)
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Agrupando los términos que contienen ej(ωt−
~k1·~r) y ej(ωt−
~k2·~r), y ademas sin tomar en




























r0 + g]A2) (2.10)









 Ew 0 00 −Ew 0
0 0 0
 (2.11)
Las partes real y compleja del tensor de permitividad relativa, para el caso en el que el




 ε⊥ = εxx 0 00 ε⊥ = εyy 0
0 0 ε‖ = εzz
 ε′′r0 =













Por otra parte en materiales isotrópicos y cúbicos, el tensor de actividad óptica, se
escribe de la forma simple
g = γ
 0 −k3 k2k3 0 −k1
−k2 k1 0
 (2.14)
donde γ es una constante propia del material, y los ki son las componentes del vector
de onda, en la aproximación paraxial, k2 = k3 ≈ 0 y k1 ≈ k, con esto el tensor de
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2.1.1. Ondas Codireccionales
Para el caso en el cual las ondas incidentes en el material fotorrefractivo, son codireccio-
nales es decir las ondas inciden sobre la misma cara del material fotorrefractivo, como
se muestra en la figura(2.1), se tiene la condición β1β2 > 0,
Figura 2.1: Esquema para la mezcla de dos ondas para rayos codireccionales, donde L
es la longitud del cristal fotorrefractivo
Remplazando cada una de las definiciones dadas en las ecuaciones (2.11)-(2.15) en (2.9)
y (2.10) se llega al conjunto de ecuaciones no lineales acopladas, que permiten obtener




















donde se a tomado













donde ψ1 y ψ2 son las fases de las amplitudes complejas A1 y A2, respectivamente, luego
el sistema de ecuaciones (2.16) se escribe en la forma




















































































































Este sistema de ecuaciones ligadas puede ser resuelto notando que si se suman las
ecuaciones diferenciales (2.23) y (2.24) se puede obtener la ecuación auxiliar
d
dz
(I1 + I2) = −α(I1 + I2) (2.29)
Cuya solución se puede expresar en la forma:
I1 + I2 = (I1(0) + I2(0))e
−αz (2.30)
Resultado que se puede remplazar en la ecuación (2.23), llegando a
dI1
dz


















Con la solución anterior y en combinación con la ecuación (2.30), se obtiene la solución
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De esta solución se puede notar que en ausencia de absorción (α = 0), I2(z) es una fun-
ción que incrementa conforme incrementa z y I1(z) es una función que decrece conforme
z aumenta, esto sucede debido a que ζ es positivo. El signo de ζ depende de la ubicación
del eje axial c, el resultado del acoplamiento para ζ > 0 indica que la onda 2 gana enerǵıa
Figura 2.2: Variación de la intensidad I1 para ondas coodireccionales, con α = 0,02cm
−1
y ζ = −10cm−1
En las figuras (2.2 y 2.3) se muestran las graficas de las intensidades de las ondas
como una función de la longitud de profundidad de avance dentro del cristal z y la
modulación, para una atenuación de 0,02cm−1 y valor de ζ = −10cm−1.
Con I1(z) e I2(z), las fases de ψ1 y ψ2, se pueden obtener por integración directa;
después de realizar esta integración se llega a
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Figura 2.3: Variación de la intensidad 2 para ondas coodireccionales, con α = 0,02cm−1
y ζ = −10cm−1
Se puede notar que las fases no dependen de la constante de absorción α. La ganancia
G de la onda numero 2 que es la que se amplifica, se puede obtener del cociente entre








En la figura.(2.4) se muestra una grafica de la diferencia de fase entre las dos ondas en
términos de la longitud de profundidad de avance dentro del cristal z y la modulación
de las dos ondas para una diferencia de fases ińıciales igual a cero, valor de atenuación
0.02cm−1 y valor de ζ = −10cm−1
2.1.2. Ondas Contradireccionales
Para el caso en el cual las ondas incidentes en el material fotorrefractivo, son contradi-
reccionales es decir las ondas inciden sobre caras opuestas del material fotorrefractivo,
como se muestra en la figura(3.5), se tiene la condición y ademas: β1β2 < 0,




2.1 Mezcla de dos ondas para frecuencias iguales 19
Figura 2.4: Diferencia de fases para ondas coodireccionales, con β/ζ = 0,2, ζ =
−10cm−1


























donde ζ y β, están dados por las ecuaciones (2.23) y (2.24).
El sistema de ecuaciones (2.40) y (2.41), es un sistema de ecuaciones no lineales com-
plicado que se puede resolver en forma anaĺıtica, si multiplicamos I2 por (2.40) e I1 por
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Figura 2.5: Esquema para la mezcla de dos ondas para rayos contradireccionales, donde
L es la longitud del cristal fotorrefractivo
(2.41) y sumamos para llegar a la ecuación
d
dz
(I1I2) = −ζI1I2 (2.44)













−ζz − αI1 (2.46)
donde la solucion para I1, tiene la forma
I1 = I11e
−αz, (2.47)
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Tomando la sustitución u = I211e






) = (ζ − 2α) dz (2.49)













z + C (2.50)











(2α−ζ)z = C2 (2.51)























































En la figura(2.6) se muestra la grafica de las intensidades de las ondas de la mezcla de
dos ondas en forma contradireccional, en azul se observa la intensidad de la onda 2 la
cual se amplifica y en negro la intensidad de la onda 1 la cual cede enerǵıa, nuevamente
la onda que se amplifica se controla con la ubicación del eje axial del cristal, es decir
con el parámetro ζ
Es también importante definir expresiones para establecer la ganancia energética de
cada onda a la salida del cristal, factor que es llamado transmitancia óptica, T1 =
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Figura 2.6: Intensidad de la mezcla de ondas contradirecionales, para I1 (0) = 1, I2 (L) =
1, ζ = −10cm−1, α = 1,6cm−1 y L = 0,25cm
















































T2 − 1 = 0 (2.56)
donde m′ = I1 (0) /(I2 (L) es la relación entre las intensidades de las ondas incidentes,
para los valores utilizados en la figura.(2.6), los valores de las transmitancias respecti-
vamente son, T1 = 1,2978 y T2 = 0,1065
Para el caso particular en el cual α = 0, la solución, es decir el medio no presenta
atenuación, el sistema de ecuaciones (2.45) y (2.52) se convierte en
I1(z) = −C +
√
C2 +Be−ζz (2.57)
I2(z) = C +
√
C2 +Be−ζz (2.58)
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I22 (L)− I21 (0)e−ζL
I2(L) + I1(0)e−ζL
(2.60)
Las expresiones (2.59) y (2.60) pueden ser expresar en términos de I1(0) e I2(0)





Del conjunto de ecuaciones (2.55)-(2.56), se pueden obtener las transmitancias de las















donde m′ es la razón m′ = I1(0)
I2(L)
, se puede notar que T1 < 1 y T2 > 0 para un valor de
ζ positivo. El signo de ζ depende de la dirección del eje axial, además se puede notar
que T1 y T2 están relacionados de la forma T2 = T1e
ζL
2.2 Influencia de la polarización en la Mezcla de
dos ondas
Para el caso en el cual se tiene en cuenta la polarización de las dos ondas incidentes
el campo eléctrico debe ser escrito en terminos de sus componentes perpendiculares y
paralelas al plano de incidencia sobre el material fotorrefractivo, es decir de la forma
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Figura 2.7: Diagrama para la mezcla de dos ondas en un cristal fotorrefractivo conside-
rando la polarización de las ondas
Ẽ = (~sAs + ~p1Ap)e
−i~k1·~r + (~sBs + ~p2Bp)e
−i~k2·~r (2.65)
donde ~k1 y ~k2 son los vectores de onda de los dos rayos, ~s, es un vector unitario perpendi-
cular al plano de incidencia, ~p1, ~p2 son vectores unitarios paralelos al plano de incidencia
y perpendiculares a los vectores de onda respectivamente. Teniendo cada onda dos com-
ponentes de polarización, involucrando en este caso cuatro ondas de amplitudes As, Ap,
Bs y Bp. Se toman iguales las frecuencias de las ondas.
En el cristal fotorrefractivo, el patrón de interferencia que generan las dos ondas pola-
rizadas esta dado como:











donde ~K = ~k2 − ~k1, es el vector de red, y c.c representa el complejo conjugado, esta
intensidad puede ser escrita en la forma.
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De forma similar al procedimiento realizado para la mezcla de dos ondas, se llega al























































Γij = 〈i |Γ| j〉 (2.70)





 0 Ez EyEz 0 Ex
Ey Ex 0
 (2.72)
donde Ex, Ey y Ez son las amplitudes de las componentes del campo de carga espacial,
φ es la diferencia de fase entre la red de ı́ndices y el patrón de interferencia, β1 y β2 son
las componentes de los vectores de onda en la dirección z.
Para ilustrar como se resuelve el sistema de ecuaciones (2.69) en un caso particular, en
el cual dos ondas inciden sobre el cristal de tal forma que el vector de red este a lo largo
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de la dirección [110] en el cristal, en esta configuración el vector ~s es paralelo a [001] y
los vectores ~p1 y ~p2 son perpendiculares a [001], la amplitud del ı́ndice de red inducido





 0 0 10 0 1
1 1 0
Ece (2.73)
donde Ece es la amplitud del campo de carga espacial, además del conjunto de ecuacio-
nes (2.74), (2.75) y (2.77), se tiene







Γss = Γp1p2 = 0 (2.74)
donde se asume que las dos ondas inciden en forma simétrica sobre el cristal, esto es





n0 cos (θ/2) (2.75)
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La primera y la cuarta ecuación del conjunto de ecuaciones (2.80), pueden ser utilizadas






















































































p = c1 (2.81)
En la misma forma se pueden obtener tres condiciones adicionales, lo cual nos genera
















AsBs − ApBp = c4 (2.82)
El sistema de ecuaciones (3.80), en combinación con el conjunto de condiciones (3.86)
y las sustituciones f = Ap/As y g = Bp/Bs, conduce a las ecuaciones
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d
dz
g = − γ
I0
(









f 2c1 cos θ + gϑ− c2
)
(2.83)
























donde q2 = 4c1c2 cos θ+ϑ
2, para obtener las amplitudes, se utilizan las condiciones, asi,



































llegando a la solución para |As|2 de la forma:
|As|2 =
c1 − c2 |g|2
1− |fg|2
(2.87)
Similarmente se obtienen las soluciones de todas las amplitudes, las cuales están dadas
respectivamente en la forma:
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|As|2 =
c1 − c2 |g|2
1− |fg|2
|Ap|2 =
c1 |f |2 − c2 |fg|2
1− |fg|2
|Bs|2 =
c2 − c1 |f |2
1− |fg|2
|Bp|2 =
c2 |g|2 − c1 |fg|2
1− |fg|2
(2.88)
Figura 2.8: mezcla de dos ondas codireccionales, considerando la influencia de la po-
larización (a) θ = 30o, |As|2 = 1, |Bs|2 = 0,1, |Ap|2 = 0 y |Bp|2 = 0, (b) θ = 12o,
|As|2 = 1, |Bs|2 = 0,1, |Ap|2 = 0 y |Bp|2 = 0, (c) θ = 30o, |As|2 = 0,75, |Bs|2 = 0,0075,
|Ap|2 = 0,25 y |Bp|2 = 0 y (d) θ = 12o, |As|2 = 0,75, |Bs|2 = 0,0075, |Ap|2 = 0,25 y
|Bp|2 = 0
En la figura(2.8), se muestra una gráfica de la mezcla de dos ondas en forma coodirec-
cional considerando la polarización de las mismas, para diferenctes amplitudes ińıciales
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y diferentes valores de θ, si se compara la rapidez de la transferencia de enerǵıa en todos
los casos se puede notar que conforme aumenta el valor de θ, aumenta la rapidez con
la cual se trasfiere enerǵıa entre las ondas, otro parametro que modifica está rapidez es
el cociente entre las intensidades inciales de la componente de polarización s, esto es
|Bs|2 / |As|2 el cual para las figura 2.8.a y 2.8.b tiene un valor de 0.1, mientras que para
las figuras 2.8.c y 2.8.d tiene un valor de 0.01, al disminuir este valor aumenta la rapidez,
de igual forma sin importar cual sea el valor del ángulo θ, existe una transferencia de
la componente As, a la componente Bp, y de la componente Bs, hacia la componente
Ap.
Para el caso contradireccional de dos ondas pero con la consideración de la polarización,










































Figura 2.9: mezcla de dos ondas contra-direccionales para θ = 30o, Ap (0) = Bp (0) = 0,
c2/c1 = 0,1
En este caso la intensidad total de las ondas no es constante, y el conjunto de condiciones
(2.86) se modifican en la forma:
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AsA
∗
s −BpB∗p = c1
ApA
∗
p −BsB∗s = c2
AsA
∗
p −BpB∗s = c3
AsBs − ApBp = c4 (2.90)









término que es una constante en este caso es, AsA
∗
s −BpB∗p + ApA∗p −BsB∗s
Figura 2.10: intensidad total para la mezcla contradireccional con θ = 30o, Ap (0) =
Bp (0) = 0, c2/c1 = 0,1
En la figura(2.9) se muestran las intensidades de las cuatro ondas para un valor de
θ = 30o, mientras que en la figura(2.10), se ilustra la variación de la amplitud total de las
ondas, en este caso existe una gran dificultad para determinar como es la transferencia
de enrǵıa entre las ondas, algo interesante en este caso es que la amplitud total no es
constante.
CAPÍTULO 3
Mezcla de N ondas en un medio
Fotorrefractivo
3.1 Mezcla de cuatro ondas con frecuencias dife-
rentes
Cuando inciden más de dos ondas en un medio fotorrefractivo, la obtención de las in-
tensidades de las ondas a lo largo del material es complicada, por tal motivo en este
caso se utilizaran herramientas computacionales para resolver este problema, iniciare-
mos con la solución computacional de la mezcla de cuatro ondas para luego generalizar
el problema a cualquier número de ondas. En el caso de cuatro ondas el campo óptico






en donde las Ai son las amplitudes complejas de estos campos, las cuales se asumen
presentan una variación lenta y wi = w + iδw, i = −1, 0, 1, 2, siendo δw una pequeña
variación en la frecuencia de los haces, la cual hace que el patrón de interferencia sea
dinámico, aśı el patrón de intensidades tiene la forma
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Figura 3.1: Esquema de la incidencia de N ondas sobre el cristal fotorrefractivo
que tambien se puede escribir en la forma:



























−jψ1x, I3 = A2A
∗
−1e
−jψ2x. Donde ψ1 y ψ2 son los términos de
desajuste en el momentum (términos off-Bragg)[28], remplazando en las ecuaciones del
material de Kukhtarev, de la expresión (2.3) se tiene
J0 = eµN0E0
0 = eµN0E1 + eµn1E0 − jµkKTN1 − jδωE1ε
0 = eµN0E2 + eµn2E0 − 2jµkKTN2 − 2jδωE2ε
0 = eµN0E3 + eµn3E0 − 3jµkKTN3 − 3jδωE3ε(3.4)
De forma similar de la expresión (2.2), se obtiene las ecuaciones:
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0 = sI0ND − sI0N+D0 − γRN0N
+
D0



























































donde p = 1, 2, 3
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Remplazando las ecuaciones (3.7-3.9) en (3.5) y asumiendo que N−A << ND, se obtiene










































N0 es la densidad promedio de electrones y p = 1, 2, 3.El campo de carga espacial
obtenido se utiliza para calcular la variación de la permitividad, la cual en conjunto





(εr + ∆εr) Ẽ
)
= 0 (3.13)
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Al remplazar este resultado en la ecuación de ondas se llega al conjunto de ecuaciones
2j~k−1 · ∇A−1 − k2−1A−1 = rε2rµ0ε0M−1ω2 − rε2rµ0ε0E0A−1
−εrµ0ε0ω2A−1
2j~k0 · ∇A0 − k20A−1 = rε2rµ0ε0M0ω2 − rε2rµ0ε0E0A0
−εrµ0ε0ω2A0
2j~k+1 · ∇A+1 − k2+1A+1 = rε2rµ0ε0M+1ω2 − rε2rµ0ε0E0A+1
−εrµ0ε0ω2A+1














0 a−10 a−1+1 a−1+2
a0−1 0 a0+1 a0+2
a+1−1 a+10 0 a+1+2








en donde ξ = x/L es la longitud normalizada de avance de las ondas dentro del cristal,
siendo L la longitud total del cristal.


















































































|Ai|2 i = −1, 0,+1,+2 (3.20)








Eqp + EDp + jE0 − jlKvτd EqpEMp (EMp + EDp + jE0)
(3.22)
En la figura 3.2 se muestra la mezcla de cuatro ondas variando parametros caracteris-
ticos de las ondas y del cristal.
Cuando se incrementa el valor del ángulo theta, como se muestra en las figuras 3.2.a
y 3.2.b, donde se incremento el valor del ángulo de 0.2 a 0.3 grados aumentan las
oscilaciones presentadas en las ondas incidentes y en los armónicos de las mismas, si
incrementamos la longitud del cristal se pueden observar las oscilaciones de estas ondas
figura 3.2.c , por otra parte al incrementar el valor del campo, manteniendo constante
el valor de la longitud del cristal, aumentan las amplitudes de salida de los armónicos y
aumenta la frecuencia de las oscilaciones, este incremento del campo fue de 15 KV/cm
en las figuras 3.2.a-3.2.c a 20 KV/cm en la figura 3.2.d.
Los valores de las constantes off bragg son: para 1.a ψ1 =6.7616, ψ2 =20.2817, para 1.b
ψ1 =15.214, ψ2 =45.6471 y para 1.c-1.d ψ1 =19.0176, ψ2 =57.0589 respectivamente y
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Figura 3.2: Mezcla de cuatro ondas para
∣∣∣ S0S−1 ∣∣∣2 = 400, S+1 = 0 y S+2 = 0, con: a) θ =0.2,
L0 = 12mm y E0 = 15 KV/cm, b) θ =0.3, L0 = 12mm y E0 = 15KV/cm , c) θ =0.3,
L0 = 15mm y E0 = 15KV/cm KV/cm y d) θ =0.3, L0 = 15mm y E0 = 20KV/cm
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los valores de Γ1L, Γ2L y Γ3L, para cada una de las graficas son Γ1L = −7,4780+0,1526i,
Γ2L = −7,4687 + 0,3048i, Γ3L = −7,4532 + 0,4563i para 3.2.a, Γ1L = −7,4741 + 0,2288i,
Γ2L = −7,4532 + 0,4563i Γ3L = −7,4186 + 0,6813i para 3.2.b Γ1L = −9,3427 + 0,2860i
Γ2L = −9,3165+0,5704i Γ3L = −9,2733+0,8516i para 3.2.c y Γ1L = −12,4484+0,5005i
Γ2L = −12,3885 + 0,9962i Γ3L = −12,2898 + 1,4824i para 3.2.d.
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En la figura 3.3 se muestra la mezcla de cinco ondas para diferentes valores de δω.











































































































































Figura 3.3: Mezcla de cuatro y cinco ondas para
∣∣∣ S0S−1 ∣∣∣2 = 400, S+1 = 0 y S+2 = 0, con
a) θ =0.2, δω =1, b) θ =0.2, δω =0.5, c) θ =0.3, δω =0.5 y d) θ = 0,2, δω =0.01
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Al incrementar el valor de δω disminuye el número de armónicos formados, aśı co-
mo la amplitud de los mismos, nuevamente al incrementar el valor del ángulo theta,
se desfavorece la formación de los armónicos, este es observado en las figuras 3.3.a-3.3.d.
Los valores de los parámetros off-bragg, para cada una de las graficas mostradas en la
figura 3.3 son: ψ1 =5.6346, ψ2 =16.9048 para 3.3.a-3.3.c y ψ1 =12.6784, ψ2 =38.0393,
ψ3 =76.0911 mientras que los valores de Γ1L, Γ2L y Γ3L, son Γ1L = −4,1854− 0,2949i,
Γ2L = −2,1179− 0,1510i, Γ3L = −1,1636− 0,0683i para 3.3.a Γ1L = −5,0175− 0,1699i,
Γ2L = −3,1679− 0,1355i, Γ3L = −1,9637− 0,0781i para 3.3.b Γ1L = −4,0351− 0,1649i,
Γ2L = 1,9637 − 0,0781,i Γ3L = −1,0588 − 0,0340i para 3.3.c Γ1L = 6,1624 + 0,1752i,
Γ2L = −5,9569 + 0,3281i, Γ3L = −5,6449 + 0,4434i, Γ4L = −5,2618 + 0,5154i para 3.3.d
respectivamente, en este caso el valor de longitud del cristal en cada una de las graficas
es L0 = 10 mm.
Cuando se consideran los términos cruzados de orden superior se llega a un sistema de
ecuaciones, en el cual existe un número mayor de contribuciones para los armónicos de
orden superior, lo cual mejora la solución tanto del campo de carga espacial, aśı como
de las intensidades de los armónicos de orden superior, en este caso los conjuntos de
ecuaciones (5.4-5.6) se modifican en:
J0 = eµn0
0 = eµ (n0E1 + n1E0)− jµkKTn1 − jεδωE1
0 = eµ (n0E2 + n1E1 + n2E0)− 2jµkKTn2 − 2jεδωE2
0 = eµ (n0E3 + n1E2 + n2E1 + n3E0)− 3jµkKTn3
−3jεδωE3
(3.25)





























































De las ecuaciones (3.25) y (3.26), se obtienen las expresiones para los coeficientes de los




















































(−E0 + jED2) (−E0 + jED3)
+
1− jτdvK





(−E0 + jED1) (−E0 + jED2) (−E0 + jED3)
(3.30)
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3.2 Mezcla de N ondas con frecuencias diferentes
En el caso de N ondas la expresión para el campo eléctrico se escribe en forma similar






Con el campo eléctrico descrito de esta forma la expresión para el patrón de intensidad
se obtiene de:









Intensidad que puede ser reescrita en la forma














−j(ψll−ψmm), tal que i = l−m, y ll,mm > 0, los
ψll,mm, son los términos de desajuste(off-Bragg).











































































Igualando los términos que poseen exponentes iguales se obtiene un grupo de ecuaciones
que proporcionan el campo de carga espacial.
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Expresión que es remplazada en la ecuación de ondas (3.13) obteniéndose un sistema
de ecuaciones diferenciales, similar a los sistemas (3.18) y (3.23), con la diferencia que
este es para cualquier número de ondas, este sistema es solucionado numéricamente.
 







































































































































































Figura 3.4: Mezcla de seis ondas con una longitud del cristal L0 = 10mm, con a)
r = 4 × 1012, εs = 56 y T = 300oK, b) r = 6 × 1012, εs = 56 y T = 300oK, c)
r = 4× 1012, εs = 28 y T = 300oK, y d) r = 4× 1012, εs = 56 y T = 360oK
Las graficas 3.4, 3.5 y 3.6 son ejemplos de la mezcla de seis y diez ondas.
Cuando se incrementa el valor del coeficiente electroóptico del cristal, aumenta el núme-
ro de armónicos formados y también la amplitud de estos mismos, en las figuras 3.4.a
y 3.4.b se incremento el valor del coeficiente electroóptico de 4 × 1012 a 6 × 1012, se
puede concluir que en la figura 3.4.b se produce mayor transferencia de las ondas que
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inciden inicialmente a las ondas generadas dentro del cristal debido al aumento del coe-
ficiente electroóptico, un efecto semejante se encuentra con la variación de la constante
dieléctrica, debido a que con su disminución existe menor amplitud en los armónicos
formados.
Cuando se cambia el valor de la temperatura de 300oK a 360oK, como se puede ob-
servar en las figuras 3.4.a y 3.4.d, la amplitud de las oscilaciones y la formación de
armónicos no se ven afectados.
Al incrementar la diferencia entre los valores iniciales de las ondas incidentes, se desfa-
vorece la formación de armónicos, es decir al aumentar
∣∣∣S−1S0 |2 , el cual posee valores de
5, 2, 1 y 0.5 en las figuras 3.5.a-3.5.d respectivamente.
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Figura 3.5: Mezcla de seis ondas para diferentes valores ińıciales de las ondas incidentes
a.)|S−1|2 = 2,5, |S0|2 = 0,5, |S+1|2 = |S+2|2 = |S+3|2 = |S+4|2 = 0, b) |S−1|2 =
2,0, |S0|2 = 1,0, |S+1|2 = |S+2|2 = |S+3|2 = |S+4|2 = 0, c) |S−1|2 = 1,5, |S0|2 = 1,5,
|S+1|2 = |S+2|2 = |S+3|2 = |S+4|2 = 0 y d) |S−1|2 = 1,0, |S0|2 = 2,0, |S+1|2 = |S+2|2 =
|S+3|2 = |S+4|2 = 0
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Figura 3.6: Mezcla de diez ondas con: S0
S−1
= 2, S+1 · · ·S+8 = 0, θ = 0,2, r = 6× 1012
Cuando se incrementa el valor del coeficiente electroóptico se incrementan los armónicos
aśı como las amplitudes de los mismos, el mismo efecto se logra cuando se disminuye el
ángulo theta, el efecto conjunto de estos dos parámetros se puede observar en la figura
4 en la cual se ha tomado un valor del coeficiente electroóptico igual a r = 6 × 1012 y
un ángulo θ =0.2
3.3 Funcionamiento del software utilizado para la
mezcla de N ondas
El software diseñado para el analisis de la mezcla de N ondas en un medio fotorrefrac-
tivo, consta de seis etapas básicas, la primera de estás es la obtención de los terminos
off Bragg, la cual fue realizad basados en el modelo descrito en el articulo de la refe-
rencia[28], como segunda etapa el calculo de los coeficientes I1, I2...IN de la ecuación
3.3.
Como siguiente estapa se deben calcular, los coeficientes del campo de carga espacial
con la ayuda de las ecuaciones 3.11 y 3.12, para lo cual se necesitan los parametros del
material, teniendo los coeficientes de las intensidades y del campo de carga espacial, se
calculan los terminos que componen la matriz de transferencia del sistema, como las
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Vector de condiciones 
iníciales para las 
intensidades  Vector de términos off Bragg 
 
Matriz de Intensidades 
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Ángulos de incidencia 
Numero de ondas 
Parámetros 
característicos del 
cristal fotorrefractivo  
Campo Incidente  
Figura 3.7: Diagrama de flujo del software desarrollado para la mezcla de N ondas
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ecuaciones 3.18, 3.19, 3.23 y 3.24, pero en este caso para N ondas.
Utilizando todos los calculos realizados se calculan las intensidades de las ondas para
cada uno de los puntos definidos en la longitud del cristal, los cuales se almacenan en
una matiz final.
Finalmente con la matriz de intensidades se realiza la grafica de las intensidades, para
cada una de las ondas correspondientes, los parametros utilizados para generar las






r 4×10−12 − 6× 10−12
εs 28-56
εr 6.86










Tabla 3.1: Parametros utilizados
CAPÍTULO 4
CONCLUSIONES
Está investigación se abordó dentro de una metodoloǵıa con enfaśıs téorico sobre la
mezcla de ondas en materiales fotorrefractivos.
En el capitulo 1 se obtienen expresiones de los campos de carga espacial para iguales
frecuencias y diferentes frecuencias, utilizando una solución lineal del modelo.
En el capitulo 2 se obtuvo una solución de la mezcla de ondas contradireccional, la cual
no se en cuentra en la bibliografia y que es muy util para el analisis de la formaciñon
de hologramas por transmisión, de está solución se puede decir que el parametro que
define cual de las dos ondas incidentes le transfiere enerǵıa a otra es el término η, el cual
a su vez depende de la dirección del eje electroóptico del cristal sobre el cual inciden
las ondas.
Finalmente en el capitulo 3 se desarrollo un sofware para el estudio numerico de la
mezcla de N ondas en un medio fotorrefractivo, con el cual se puede concluir que cuando
se aumenta el ángulo de incidencia, se desfavorece la formación de armónicos, de forma
similar cuando disminuye el coeficiente electroóptico del cristal fotorrefractivo disminuye
la amplitud de salida de los armonicos formados dentro del cristal, otros parametros que
desfavorecen la formación de armonicos son la disminución del la constante dielectrica,
el aumento del parametro δω y el aumento del espesor del cristal, por otra parte con el
aumento del ángulo de incidencia disminuye las oscilaciones presentadas en las ondas
mezcladas dentro del cristal fotorrefractivo.
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[93] Robert K. Erf, ”Speckle Metrology,Ünited Technologies Research Center East
Harford, Connecticut, Academic Press, 1978.
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